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摘  要：随着基础理论和硬件计算能力的飞速发展，深度学习技术在众多领域取得了令人瞩目的成绩。作为描

述客观物理世界的重要工具，长期以来微分方程是各领域研究人员关心的重点。近年来，深度学习和微分方程

的结合逐渐成了研究的热点。由于深度学习能够从大量数据中高效地提取特征，微分方程能够反应客观的物理

规律，因此二者的结合可以有效地提升深度学习的泛化性，同时增强深度学习的可解释性。首先，介绍了深度

学习求解微分方程的基本问题。其次，介绍了两类深度学习求解微分方程的方法：数据驱动和物理知情方法。

然后，讨论了微分方程深度学习求解方法在实际中的应用。与此同时，在充分调研的基础上提出了科学智能大

模型——DeDAO（微分之道），以应对现有的挑战。最后，对微分方程深度学习求解方法进行了简要总结。 
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Abstract: With the rapid advancement of fundamental theories and computing capacity, deep learning techniques have 
made impressive achievements in many fields. Differential equations, as an important tool for describing the physical 
world, have long been a focus of interest for researchers in various fields. Combining the two methods has gained popu-
larity as a study issue in recent years. Since deep learning can efficiently extract features from large amounts of data and 
differential equations can reflect objective physical laws, the combination of the two can effectively improve the genera-
lization ability of deep learning and enhance the interpretability of deep learning. Firstly, the problem of solving differen-
tial equations by deep learning was briefly introduced. Then, two types of deep learning methods for solving differential 
equations were introduced: data-driven and physical-informed methods. Furthermore, the applications of relevant deep 
learning-based solving methods were discussed. Meanwhile, DeDAO (differential equations DAO), a foundation model 
for artificial intelligence for science, was proposed to address existing challenges. Finally, conclusions of deep learning 
methods for solving differential equations were presented. 
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0  引言 

随着时间的变化，客观物理世界中的事物也在

变化，如山脉侵蚀、河床演变、人口迁移、经济波

动、技术进步等，大量客观物理规律变化都可以由

时间的函数来描述。具体来说，可由以时间和其他

变量为自变量的微分方程（differential equation，
DE）来描述。微分方程是表示未知函数及其导数与

自变量之间关系的方程[1]，主要包括：常微分方程

（ordinary differential equation，ODE）、偏微分方程

（partial differential equation，PDE）、随机微分方程

（stochastic differential equation，SDE）、积分微分

方程（integro-differential equation，IDE）以及微分

代数方程（differential algebraic equation，DAE）。

在上述微分方程中，PDE 作为更一般形式的微分方

程，可描述的物理规律更广泛、求解更复杂且具有

更大的研究价值。ODE 可视为 PDE 的特例。广泛

研究的 PDE 包括物理学中的泊松方程（Poisson’s 
equation）、纳维-斯托克斯方程（Navier-Stokes 
equation）、麦克斯韦方程（Maxwell’s equation）、

薛定谔方程（Schrödinger equation）及工程应用领

域的哈密顿-雅可比-贝尔曼方程（Hamilton-Jacobi- 
Bellman equation）等。因此，微分方程描述的物理

现象广泛存在于自然科学、民生、经济和工业等领

域中，其求解方法研究具有重大的理论和实际工程

价值。 
由微分方程描述复杂动力学系统的建模和预测

仍然是具有挑战性的问题。以地球系统为例，其动

力学特性受到物理、化学和生物等过程相互作用

影响，这些过程发生在跨越多个数量级的时空尺

度[2]。在过去的几十年中，研究人员尝试使用有限

差分法（finite difference method）[3]、有限元法

（ finite element method） [4]、谱方法（ spectral 
method）[5]以及无网格方法（meshfree method）[6]

以数值形式求解 PDE，并在许多动力学系统应用

方面取得了成功。尽管传统方法取得了不错的效

果，但多数结果只适用于低维度的非线性系统，

利用上述传统方法对非线性的复杂巨系统的演化

进行建模和预测难以实现。此外，微分方程反问

题的求解仍是棘手的问题。实际应用中数据存在

缺失、裂隙或噪声边界条件等问题，这些问题都

极大地影响传统方法的求解精度。因此，亟须提

出新的方法来解决上述问题。 

近年来，人工智能（artificial intelligence，AI）
及相关智能技术飞速发展，其中典型代表为深度学

习（deep learning）[7-10]。深度学习作为 AI 的重要

分支，近年来取得了重大进展。大量研究结果表明，

深度学习在处理高维复杂结构的数据时表现优异，

因此适用于处理与复杂系统相关的问题。除了在计

算机视觉[11]、自然语言[12]以及语音识别[13]等传统 AI
问题方面取得了目前最高的水平，它还在围棋博弈[14]、

预测蛋白质结构[15]、分析粒子加速器数据[16]以及重

建大脑电路[17]等方面取得了举世瞩目的成绩。更令

人惊喜的是，基于深度学习的大模型（big/foundation 
model）已经在自然语言和图像的各种任务中取得了

超越人类的表现，如主题分类、情感分析、问题回答、

语言翻译及图片生成等，是实现通用人工智能道路上

非常有潜力的手段之一[18]。 
一般来说，传统机器学习或深度学习均通过数

据充分挖掘复杂系统的特征和本质，并完成特定任

务。不同的是，传统机器学习需手动设计特征，再

利用神经网络（neural network）、支持向量机

（support vector machine，SVM）和决策树（decision 
tree）等方法完成任务。而深度学习则通过复杂神

经网络的设计，如卷积神经网络（convolutional 
neural network，CNN）、循环神经网络（recurrent 
neural network，RNN）、Transfomer 等，将特征设

计的任务融入神经网络，实现了端到端的学习模

式，充分挖掘神经网络的潜力，极大地提升了网络

性能[7]。 
尽管深度学习取得了长足的进步，但一个不

可忽略的事实是，目前深度学习的成功是建立在

高 质 量 训 练 数 据 集 的 基 础 上 的 ， 如

PASCAL VOC、COCO、ParallelEye-CS、English 
Wikipedia、Corpus等[18-20]。但随着研究人员面对

的系统复杂程度不断提升，数据量爆炸式增长，

纯数据驱动的深度学习模型并不能按预期随着数

据量的增长而提升性能。此外，即便纯数据驱动

的深度学习模型可以在给定的数据集上出色地拟

合结果，数据噪声或观测偏差等因素也会导致模

型泛化性能较差，一些模型在实际应用中并不具

有实用性。因此，在数据驱动的框架外，需要额

外引入专家知识指导深度学习模型进行学习，为

模型提供“先验/专家知识”，即在观测数据的基

础上提供可靠的理论约束和归纳偏置（inductive 
bias）[21]。在自然科学中，广泛存在的数学、物理
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定律可被视为专家知识，这种基于物理定律或物

理定律和数据双驱动的学习方式被称为物理知情

机器学习（physics- informed machine learning）[21]，

其 典 型 网 络 为 物 理 知 情 神 经 网 络

（physics-informed neural network，PINN）[22]。在

20世纪，部分研究人员就开始尝试基于神经网络

或相关的机器学习方法求解（偏）微分方程，并

取得了不错的效果，如王飞跃等人[23-24]将最佳格

点集与最小二乘法结合，应用于求解平板弯曲微

分方程问题。Lagaris I E等人[25]采用神经网络求解

微分方程。但当时该领域并无统一的名称，直至

Raissi M等人[22]提出PINN之后，才逐渐统一为物

理知情机器学习。物理知情机器学习的出发点为

借助相关物理定律或约束构造可解释的神经网络

模型，在数据不完美（数据量小、存在噪声或观

测偏差等）的情况下，仍保证模型的泛化性和有

效性，且使模型的预测符合客观物理约束。近年

来，该交叉方向逐渐形成了一个新兴领域“AI for 
Science（科学智能）”，旨在通过AI加速数学、物

理、化学等基础学科的研究。神经信息处理系统

进 展 大 会 （ conference on neural information 
processing systems，NeurIPS）、国际机器学习大会

（international conference on machine learning，
ICML）等知名AI会议都举行了AI for Science相关

的研讨会。 
为了推进微分方程深度学习求解方法研究的

进一步深入，本文对常用微分方程深度学习求解方

法的国内外研究进展进行简要综述，论述了求解微

分方程深度学习方法的研究背景、方法和应用。在

总结和调研的基础上，进一步给出了微分方程深度

学习求解方法以及 AI 和科学发展进一步结合的可

能方向，即科学智能大模型。 
本文第 1 节描述了基于深度学习方法求解微

分方程的基本问题；第 2 节对常用微分方程深度学

习求解方法的国内外研究进展进行简要综述；第 3
节介绍了常用微分方程深度学习求解方法的实际

应用；第 4 节在充分调研的基础上提出了科学智能

大模型——DeDAO；第 5 节进行了总结。 

1  问题描述 

本节采用数学的语言描述深度学习方法求解

微分方程的问题。作为描述物理系统动态特性的重

要数学工具之一，广泛研究的二阶微分方程可表示

为式（1）～式（2）： 

 （ ）2, ( ), ( ), ( ), 0F u u u λ  ＝ ∈Ω,x x x x x  （1） 

 ( , ) 0,B u ＝ ∈∂Ωx x  （2） 

其中， 1[ , ]nx x＝ ∈Ωx …,  ， nΩ ⊂ Ｒ 表示定义域。

( )u x 为未知解。为微分算子，可以是 ODE 算子、

PDE 算子或者是 IDE 算子等。λ为方程中的参数。

( , )B u x 为边界条件，如狄里克雷（Dirichlet）条件、

诺依曼（Neumann）条件、洛平（Robin）条件或者

一些周期边界条件。 
微分方程的求解问题是指，在有限信息条件

下，寻找满足式（1）与式（2）的解u 与参数 λ的
组合。通常将微分方程的求解问题分为两类：正问

题和反问题。正问题是在参数λ和边界条件已知的

情况下，根据方程求出解析或者数值解，预测系统

运动，产生观测数据的过程。反问题是指参数λ未
知，利用有限的观测数据反推出最佳的参数λ。 

由于偏微分方程具有较好的实用价值，大量的研

究人员从事求解微分方程方法的相关研究工作。采用

深度学习方法求解常微分方程和偏微分方程，近几年

受到了大量学者的关注。本文以抛物形方程为例，介

绍这类求解方法的基本框架，其发展方程如式（3）
所示： 

 （ ）2, ( ), ( ), ( ), 0tu F u u u λ＋   ＝x x x x  （3） 

其中， [ ]0t T∈ , 。该方程表示曲面沿其法线以与平

均曲率成比例的速度运动的演化过程。采用深度神

经网络来近似式（3）的解 ( , )u tx ，并定义近似 ( , )u tx
的神经网络为 ˆ( , )u tx ，一个简单的 3 层前馈神经

网络（feed forward network，FNN）的表示形式

如式（4）所示： 

 2 1 1 2ˆ( , ) ( [ , ] )u t t b bσ＝ ＋ ＋x θ θ x     （4） 

其 中 ， 1 2[ , ]＝θ θ θ   为 神 经 网 络 权 重 矩 阵 ，

1 2[ , ]b b＝b 为偏置向量，σ(·)为激活函数。进一步可

得到偏微分方程的表示形式 ( , )f x t 如式（5）所示： 

 （ ）2ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) : , , , ,tf t u F u u u λ＝ ＋  x x  （5） 

可见 ( , )f tx 由物理方程和深度神经网络组合

表示，参考文献[22]称其为 PINN。将初始和边界条

件看作软约束处理，则可得到如式（6）所示的损

失函数： 

 Loss MSE MSEu f＝ ＋  （6） 
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其中，MSEu 表达式如式（7）所示，MSEf 表达式

如式（8）所示： 

 
2

1

1MSE ( , )
uN

i i i
u u u

iu

u t x u
N ＝

＝ -∑  （7） 

 
2

1

1MSE ( , )
fN

i i
f f f

if

f t x
N ＝

＝ ∑  （8） 

其中，{ }
1

, , uNi i i
u u i

t x u
＝
表示初始条件和边界条件产生的

训练数据，也可是从实际应用中观测得到的数值，

可视为数据驱动的部分。{ }
1

, fNi i
f f i

t x
＝
表示采样数据，

用于计算控制方程的残差，可视为物理定律驱动的

部分。 
显然， ( , )f tx 的真实值为 0，调整 ˆ( , )u tx 的网

络参数以最小化 ( , )f tx 的残差，同时满足初始条件

和边界条件，能够获得方程解的一种可行的数据驱

动估计。深度学习求解微分方程的基本框架如图 1
所示。 

 
图 1  深度学习求解微分方程基本框架 

图 1 中，DE 表示微分方程，IC 表示初值条件

（initial condition），BC 表示边界条件（boundary 
condition），CC 表示约束条件（constraint condition），
δ 为收敛精度。在训练中，可根据具体情况选择合

适条件进行训练，并非所有条件都必须采用。由

图 1 可看出，深度学习求解物理方程的方法将神经

网络作为基本逼近单元，调整网络参数以最小化原

微分方程的残差。得益于深度神经网络强大的函数

逼近能力，该方法能够进行无网格求解，得到封闭

形式的解。网络训练基于最优化理论，反向传播方

法是最常用的方法。在训练过程中，通常需要计算

误差函数相对于网络参数的梯度，采用自动微分技

术将微分方程的微分形式融入神经网络训练流

程。基于神经网络近似解构造的微分方程 ( , )f tx
被称为 PINN[22]。训练中，损失函数可被写成两部

分的组合。第一部分由初始或边界条件组成；第

二部分由微分算子和方程表达式组成，根据正反

问题需求，方程系数可以是已知的或者是待估计

的。最后，训练网络参数以满足微分方程。在 AI
模型中嵌入物理方程，能够加速训练，增强模型

的泛化能力。 

2  微分方程求解的深度学习方法 

2.1  方法概述及分类 
由于其强大的学习和函数近似能力，深度学

习在很多应用领域，如图像处理和机器翻译等，

取得了显著的成功。含多个隐藏层的多层前馈神

经网络是可描述多种深度学习的网络结构，式（4）
表示的 3 层前馈神经网络就是一种简单的网络结

构，其基本结构被称为感知机，它能够对输入进

行线性和非线性变换。在过去的几十年中，已经

发展了很多种不同的神经网络，如 CNN、RNN
和 Transformer 等。基于 FNN 的深度学习方法足

以解决大多数微分方程求解问题[26]。将 3 层前馈

神经网络推广成一般形式，可得到一个 L 层深度

FNN 递归计算式如式（9）所示： 

 （ ）1( ) ( ) ,  2l l l l lN N b l Lσ -＝ ＋ ≤ ≤x xθ  （9） 

其中， ( )lN x 表示第 l 层神经网络的输出， lθ 和 bl

为权重向量和偏置，σl(·)为第 l 层的激活函数。网络

规模需根据方程解的复杂性来选择。 
更复杂的深度学习网络，已有相关研究者展开

研究。参考文献[27]提出了 ConvPDE-UQ 框架，采

用卷积神经网络构造方程的数值求解器，并建立了

神经网络在不同域上近似 PDE 解的理论证明。Li Z J
等人[28]指出注意力机制能够提供一种灵活的方式

利用输入中的隐藏模式，及查询点和输入之间的隐

式关系，提出了一种基于注意力的数据驱动算子学

习框架。 
目前常见的微分计算方法主要有 4 种：手动求

导、符号微分、数值微分及自动微分。在深度学习

框架中，自动微分已经成为标配。自动微分基于链

式法则递推的计算网络输出对参数的偏导数，在输

出变量维度较高、网络层数较多、参数数量庞大时，

计算效率更高，更加适合深度神经网络的大规模计
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算需求。除此之外，微分与卷积存在某些联系，对

此 Dong B 等人[29]建立了卷积核/滤波器的微分阶与

微分算子的阶之间的对应关系。基于卷积与微分的

对应关系，Long Z C 等人[30]采用可学习的卷积近似

微分算子，用深度网络表示偏微分方程，数据驱动

地发现未知偏微分方程。 

早期的 AI 方法主要采用数据驱动的方式，即

通过学习“标签数据”来训练神经网络以表征物

理系统输出的解。网络的输入可以是参数、空间、

时间等，可根据需要选择。然而，对于一些工业

系统，如油田和电力行业，尽管有许多运行数据，

但可用于复杂物理系统建模的实验数据量是有限

的。其中唯一可用的数据是边界条件和初始条件，

而具体的控制偏微分方程和相关参数是可用或者

可估计的。对此，图 2 描绘了实际研究中可能面

临的部分情况。易于产生大数据的系统，如自然

语言、绘画艺术等，存在少量的物理规律，基于

数据驱动寻找其内在规律，是当前最有效的手段

之一。对于物理知识丰富，而数据信息较少的情

况，仅有初始条件和边界条件以及部分系数的数

据，基于物理定律的分析和预测是唯一的途径。

现实中还存在一种中间情况，即有部分数据和一

些物理知识，基于物理知情机器学习方法整合数

据和物理定律，弥补观测能力的不足和物理模型

的缺失[21]。综上，根据面对数据种类和数量的不

同，求解偏微分方程的深度学习方法可以划分为

数据驱动和物理知情两种方法。 

 
图 2  数据和物理信息量不同的 3 种情形 

2.2  数据驱动求解方法 
不同于基于网格的求解方法，基于深度学习的

数据驱动求解方法是用神经网络近似求解高维微

分方程，而不是基函数的线性组合。寻求未知微分

方程或其算子的函数近似结构表示，通过学习相关

数据找出背后蕴藏的微分方程模型，进而预测系统

动力学特性。近年来，基于深度学习方法设计微分

方程的数据驱动求解方法受到了大量关注。其中神

经网络算子是当前学术界的研究热点之一，其设计

的思想是期望采用神经网络表示各种显式与隐式

算子，学习函数到泛函的映射能力，而不是表示传

统意义上的函数，即变量到变量的映射关系，进而

实现在输入空间上任意取一点，网络都可以返回相

应的函数值。 
针对 PDE 算子的近似问题，研究者期望神经网

络学习的解算子是一个以函数为输入，以函数为输

出的函数[31-32]。采用神经网络逼近算子，有以下一

般近似定理。假设 φ是一个连续的非多项式函数，

X表示一个巴拿赫空间，K1、K2 为两个紧集，且有

1 ⊂K X ， 2
d⊂ ＲK ，V为 C(K1)中的紧集，G 为一

个非线性连续算子表示，表示从 V到 C（K1）的映

射。接下来，对于 ε＞0，有正整数 p、q 与 r，常数
k
ic , k

ijξ , k
iθ , kζ ∈Ｒ， d

kw ∈Ｒ ， 1jx ∈K ， 1, ,i n＝ … ，

1, ,k p＝ … ， 1, ,j r＝ … ，则有式（10）： 

（ ）
1 1 1
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对所有 u∈V和 y∈K2都成立。该定理表明对于

任意的非线性连续算子，总存在包含两个子网络的

算子网络，其中分支网络用于编码输入函数，主干

网络用于编码输出函数在特定位置上的值。因此，

对于任意的非线性连续算子，总能找到满足式（10）
的神经网络形式无限逼近。基于非线性算子的神经

网络近似理论，Lu L 等人[31]采用两个深度神经网络

分别编码离散的输入函数空间和输出函数域，提出

了一种具有较小泛化误差的深度算子网络：

DeepONet，并给出了该网络能够基于数据有效近似

各种显式算子、各种确定和随机微分方程隐式算子

的数学证明。神经算子的网络结构设计，基于神经

网络关于算子的一般近似定理，能够以自监督的方

式有效地学习微分方程的解算子。 
随着微分方程维度的增长，高维微分方程的求

解变得异常困难。采用深度学习，以数据驱动的方

式实现高维微分方程的数值计算，同样受到了大量

的关注。针对高维问题，Han J 等人[33]设计了基于

深度学习的高维抛物形偏微分方程求解方法，该方

法类似于深度强化学习，将梯度作为策略函数，用
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神经网络逼近未知解的梯度。参考文献[34]探索伽

辽金方法（Galerkin method）和机器学习相结合的

高维微分方程无网格求解方法，并称该方法为“深

度伽辽金方法（deep Galerkin method，DGM）”，

同时该文指出随着隐藏层数的增加，深度网络能更

精确地收敛于偏微分方程的解。利用网格方法求解

高维 PDE 几乎不具备可行性，而深度学习方法能够

通过随机采样的方式，将 PDE 问题转化为机器学习

问题，避免了网格计算，利用随机梯度下降等方法，

在随机采样的空间点上训练深度神经网络满足微

分算子、初始条件和边界条件。因此，在处理高维

微分方程时，基于深度学习的微分方程求解方法，

比传统方法更具有优势。 
为了解决时变微分方程的参数估计问题，参考

文献[35]将测量数据作为节点值，给出了一种未知

时变偏微分方程的深度神经网络建模框架。参考文

献[36]采用受限卷积核表示微分算子，将二维受限

卷积核推广到三维受限卷积核，提出了三维偏微分

方程智能求解方法。Long Z C 等人[30]基于卷积核

逼近微分算子的方法，提出了 PDE-Net 2.0，从观

察数据中学习时间相关 PDE 的未知参数，数值仿

真结果表明该方法只需少量假设和先验知识，即可

具备高精度的长期预测能力。综上，基于深度学习

的数据驱动微分方程求解方法，核心思想是在物理

空间中进行数据驱动学习和建模，实现方程及其中

各项微分算子的智能表示形式，进而得到方程的近

似解。 
2.3  物理知情求解方法 

如前所述，纯数据驱动的深度学习模型不能

随着数据量的增长而提升性能，且泛化性能不能

得到保证。因此，在机器学习中引入物理定律作

为“知识/先验经验”的物理知情机器学习受到了

广泛关注。 
物理知情求解方法的基石工作为参考文献[22]，

但类似思想的相关工作在 20 世纪末已有学者研究。

王飞跃等人[23]利用数论近似分析中的最佳格点集为

最小二乘法提供一种简洁、公式化的布点格式，并

应用于求解平板弯曲问题，取得了令人满意的效果。

Meade A J 等人[37]利用神经网络求解 OED，将分段

线性映射作为激活函数，将 L2 范数作为网络近似误

差，证明网络逼近误差范数随隐藏层神经元数量的

增加而单调递减。Van Milligen B P 等人[38]利用单层

神经网络求解 PDE，该方法较为简单，且无须使用

有限差分和坐标变换。Lagaris I E 等人[25]将微分方程

的解写成两部分：第一部分满足初始/边界条件，不

包含可调参数；第二部分的构造不影响初始/边界条

件，并涉及一个包含可调参数的 FNN。Mai-Duy N
等人[39]采用径向基函数（radial basis function，RBF）
和区域分解法（domain decomposition method）设计

了无网格的数值求解方法，并在泊松方程上实现了

高精度的求解。Reynaldi A 等人[40]将有限元法和神

经网络结合，采用反向传播算法求解正问题，采用

Levenberg-Marquardt 算法求解逆问题，且该方法中

的计算均不涉及矩阵求逆。 
回到近些年的工作，参考文献[22]提出 PINN，引

起了科研界和工业界的广泛关注。之后 DeepMind 提

出的AlphaFold 2成功预测了2亿多种蛋白质结构[41]，

唤起了研究者利用 AI 加速科学研究的热情，催生了

“AI for Science”。在参考文献[22]中，网络训练的损

失函数由两部分构成：PDE 的控制方程、初始/边界

条件和网络实际输出之差。前者可视为物理定律驱

动，后者可视为数据驱动。这种使用客观物理方程

作为损失函数的设计理念有效地规范了训练过程

中的优化[42]。实际上，若中间数据带有标签，同样

可融入网络损失函数直接进行监督学习。PINN 将

初始/边界条件均融入网络训练，但并不一定严格精

确地满足，可视为一种“软约束”。为了进一步提

升高维微分方程的求解精度，Bar-Sinai Y 等人[43]

尝试设计方程在网格尺度下逼近其动力学特性，其

基本思想为将 PINN 和有限差分法结合，用 PINN
代替多项式函数，该方法称为数据驱动离散化

（data-driven discretization），可视为离散版的 PINN。

类似地，Pang G F 等人[44]采用时间离散化技术提

出了 fPINN（fractional PINN），用于求解时间分

数阶偏微分方程。Gao H 等人[45]提出了物理知情

的总卷积神经网络：PhyGeoNet，用于在不规则域

上求解无标注数据的偏微分方程，该方法引入一个

椭圆映射将不规则物理域转换为规则参考域，使非

矩形几何形状和非均匀网格可直接使用 CNN。Zhu 
Y H 等人[46]将微分方程控制方程融入损失函数，得

到了物理约束的 CNN 模型，在无数据标签的情况

下通过 K-L 散度（Kullback-Leibler divergence）进

行训练。Sun L N 等人[47]提出了一种物理约束的深

度学习方法用于流体建模，该方法通过结构化的网

络设计使初始/边界条件严格满足，且无须仿真数据。

与参考文献[22]的方法相比，参考文献[47]的方法可
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视为“硬约束”。Meng X H 等人[48]针对长时问题设

计了 PPINN（parareal PINN），PPINN 将长时问题分

解为多个短时问题，并采用粗粒度（coarse-grained）
的求解器进行监督，取得了不错的效果。Yang L 等

人[49]提出了 B-PINN（Bayesian PINN）以解决存在

噪声数据时偏微分方程的正和逆问题，其中 PDE 的

PINN 和贝叶斯网络用作先验估计，哈密顿蒙特卡罗

（Hamiltonian Monte Carlo）或变分推理（variational 
inference）用作后验估计。Wang Y Z 等人[50]提出了

DSP-PIGAN 求解偏微分方程，该方法受启发于生成

对抗网络（generative adversarial network，GAN），

包括生成器、PINN 后处理模块和判别器，其基本思

想为使用判别器判定输入是 PINN 后处理模块还是

微分方程实际值，当判别器无法判定真伪时，则认

为生成器和 PINN 后处理模块训练完成。基于

DeepONets，Wang S 等人[51]进一步提出了物理知情

的深度算子网络（physics-informed DeepONets），利

用物理方程、边界条件等信息作为网络参数学习的

约束，实现无任何配对输入输出训练数据情况下的

高精度求解。值的指出的是，目前大部分物理知情

求解方法均采用单网络，神经网络的各阶时间偏导

数和空间偏导数利用 PyTorch[52]和 Tensorflow[53]中

的自动微分技术处理获得，参考文献[54]为了减少

对自动微分的依赖及计算冗余，提出了多网络的物

理知情机器学习，其每个网络分别用于近似未知解

函数及其各阶时间偏导数和空间偏导数，且互相独

立。Han J H 等人[55]基于采样布朗运动，针对拟线性

椭圆形偏微分方程提出了一种深度学习数值方法，

该方法先重构偏微分方程再利用神经网络近似解的

梯度，因此无须显式地计算神经网络对输入变量的

导数。 

3  应用案例 

近些年，已有国内外学者致力于尝试深度学习

方法来求解工程应用中出现的复杂微分方程，并取

得了相当丰富的成果。 
首先是工业领域。参考文献[56]开展了深度算

子网络在光热发电系统中的应用研究，使用预测值

的历史数据替换主干网络中的时间坐标，提出了一

种数据驱动的机器学习建模框架，案例分析表明，

该方法能够以更低的计算成本实现对光热发电系

统状态的高精度预测。Franklin T S 等人[57]采用物理

知情神经网络构造的虚拟传感器取代油井系统中

的传统传感器，能够结合系统动力学相关的先验知

识，训练长短期记忆（long short term memory，LSTM）

神经网络，而不需要测量所有状态。Shi H J 等人[58]

提出了一个端到端深度学习框架，同时学习库普曼

（Koopman）内嵌函数和库普曼算子，以解决非线性

系统库普曼函数的设计困难。参考文献[59]采用深度

神经网络修正 Verruijt-Booker 解的围岩位移因子，

以建立地表沉降与隧道开挖面空间位置的关联，通

过构建数据-物理定律双驱动的 PINN 模型，实现深

度网络在满足物理机理约束的空间中进行训练，缓

解了地表沉降预测中对训练样本需求量较大的问

题，实际应用结果表明，该策略能够提升模型的泛

化性能。万鹏等人[60]提出了一种基于元学习（meta 
learning）和 PINN 的刀具磨损预测方法，首先建立

基于 PINN 的刀具磨损融合预测模型，然后采用元

学习方法优化刀具磨损融合预测模型的损失函数，

提高模型的鲁棒性，实验结果表明，该方法能够获

得一个快速适应新工况的预测模型，在变工况条件

下刀具磨损预测精度更加稳定。郑素佩等人[61]提出

了基于黏性耗散机制的正则化物理知情神经网络，

将考虑黏性正则化的浅水波方程作为网络构建中

的物理约束，训练深度网络用正则化方程的光滑解

逼近原方程的间断解，并对满足不同初始条件的一

维、二维浅水问题进行数值模拟，数值结果表明算

法泛化能力强、可预测任意时刻的解、分辨率高、

不会出现抹平和伪振荡现象。Goswami S 等人[62]研

究基于相场法的脆性断裂预测问题，不同于其他

PINN 算法最小化控制方程的残差，将系统的变分

能量作为损失函数，修改神经网络输出，使损失

函数中不存在边界条件损失分量，从而使网络能

够完全满足边界条件。Zhang E R 等人[63]采用深

度神经网络分别近似正向问题的解和未知材料参

数，通过深度学习方法构造物理知情深度神经网

络，求解非均匀材料的辨识问题。 
SDE 和柯尔莫哥洛夫（Kolmogorov）偏微分方

程能够描述经济系统的动态变化，被广泛应用于金

融系统的建模中，然而大多数柯尔莫哥洛夫偏微分

方程的近似方法都会遇到维数灾难的问题，或者只

能在单个固定时空点上实现偏微分方程解的近似。

为了克服上述两个困难，Beck C 等人[64]将柯尔莫哥

洛夫偏微分方程求解问题转化为无限维随机优化

问题，通过全连接深度神经网络近似时空离散化后

的方程，进而提出了求解柯尔莫哥洛夫偏微分方程
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的深度学习方法，并通过数值仿真验证了采用深度学

习方法求解该类微分方程的可行性。Glau K 等人[65]

研究深度学习求解 PDE 方法在期权定价中的应用，

采用无监督的方式训练深度，因而无须在解空间采

样，所提出的深度参数偏微分方程方法（deep pa-
rametric PDE method）分为离线和在线两个阶段，

离线阶段对神经网络进行训练，在线阶段进行状

态、参数值和灵敏度的评估。 
在其他科学领域，复杂微分方程的求解同样取

得了大量的成果。参考文献[66]利用 PINN 分析了

2020 年新冠疫情的传播情况，并做出了以周为单位

的短期预测，为疫情防控提供了科学分析基础。

Grimm V 等人[67]同样基于 PINN 分析了新冠疫情的

感染率，所采用的方法以经典的 SIR（susceptible- 
infected-removed）和 SEIR（ susceptible-exposed- 
infected-removed）模型为基础。Cavanagh H 等人[68]

利用 PINN 表示了亚洲大豆锈病的形态动力学特

性，基于 PINN 以图像描述细胞-药物相互作用的形

状变化（形态动力学），将 PINN 扩展到多模态数

据的应用中。参考文献[69]基于物理知情机器学习

提出了预测海洋环境中局部悬浮泥沙浓度的统计

学习框架，可实现 6 h 内的高精度预测，评价相对

误差为 5.80%～9.44%。Gross M R 等人[70]开发了物

理知情的机器学习自动工作流程用于预测裂缝马

塞勒斯页岩储层的产量，该工作流程将快速降阶

模型（reduced order model）与高保真油藏模型相

结合，以匹配生产历史，并根据压力管理提供生

产的实时预测。Kashinath K 等人[71]将物理知情机

器学习应用于天气预测，通过 10 个案例研究和分

析展示了该方法如何成功用于模拟和预测天气过

程。Pombo D V 等人[72]探讨了基于堆叠机器学习

的模型的实用性，使用物理知情机器学习方法预

测同一地点潜在的风能和太阳能。参考文献[73]
使用物理信息机器学习模型评估台风期间洪水预报

中输入特征的有效空间特征。Bukhari A H 等人[74]

针对巴基斯坦拉合尔市，通过基于分数阶洛伦兹

（Lorenz）的物理知情混合计算范式 SARFIMA- 
NARX，预测未来两天内每小时的 PM2.5 浓度值

和空气质量。Rice J L 等人[75]设计了基于物理知

情机器学习的 Koopman 方法以预测长期的海面

温度。 
综上，微分方程深度学习求解方法在实际应用

中的研究已经展开。同时需注意的是，实际应用中

多模态数据的引入为求解微分方程提供了大量值

得挖掘的信息，但也给微分方程深度学习求解方法的

实际应用带来了不小的挑战。同时，客观物理事物、

参与其中的人、探索和改进这些客观事物和人类复杂

系统的研究人员是一个有机的整体，不应忽略某些要

素，或将其中的要素割裂开分析，尤其是其中难以预

测的复杂社会和人的因素，应予以充分考虑。 

4  迈向科学智能大模型：DeDAO 

基于上述调研，本文认为微分方程的深度学

习求解及科学智能的未来研究将围绕以下 5 个问

题开展。 
（1）复杂高维微分方程（动力学系统）求解及

预测。尽管相关深度方法在一些典型微分方程求解

问题上取得了令人满意的效果，但面对高维复杂问

题，尚无广泛认可的方法。参考文献[33,44]尝试基

于时间、数据离散的方法分段逼近，以求解高维偏

微分方程。但理论限制较多，且处理的数据相对单

一。随着应用需求的增大，这一问题将日益凸显。 
（2）求解/预测精度和训练效率的提升。由于深

度学习方法采用非线性函数近似的数值方法，而非

解析方法，理论和实际应用中，网络的近似误差总

是存在[76]。因此降低近似误差以符合不同的应用场

景始终是研究的重点。提升网络复杂度是一条可行

的思路[34, 37]，但随着网络复杂程度的提升，训练的

时间和空间复杂度也随之提升，且过于庞大的神经

网络在实际应用中并不现实。 
（3）神经网络近似解的泛化性。在给定定义域

上，当训练数据分布合理且量足够的时候，通过适

当的设计和训练，神经网络具有良好的拟合效果。

但在给定数据集之外，神经网络的表现往往难以符

合预期。在某些情况下，网络训练集上表现很好，

而测试集上表现不如人意，该现象称为“过拟合”。

泛化性是神经网络应用研究的重点。提升网络复杂

度和提升数据覆盖面是有效的方法，但同样会带来

巨大的计算量。若每个任务都训练一个庞大的网

络，显然会造成冗余。 
（4）应用中多模态数据的引入。随着微分方程

深度学习求解方法的潜力不断被挖掘，将其应用在

复杂实际系统中或探索更为复杂的科学问题自然

是下一步的研究重点。不同于一般微分方程的求解

所处理的数值数据，实际应用中面临的情况将更为

复杂，通常需面对图像、视频、自然语言等多模态
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数据。参考文献[68]尝试基于图像描述细胞-药物相

互作用的形态动力学，是该类方法迈向实际应用的

初步探讨。然而如何从更宏观的角度设计多模态数

据的处理方法，并加速相关方法的实际应用，仍悬

而未决。 
（5）实际应用中复杂社会因素的融入。在微分

方程求解及其他科学问题的理论研究和实际应用

中，参与、探索和解决这些科学问题的人是不可忽

略的社会因素。因此，如何对人的行为进行表示，

将人的影响和评价考虑到微分方程中，也是值得研

究的问题。但现有分析方法和框架通常忽略社会因

素，阻碍了这些方法的进一步发展。因此，亟须建

立一套完备的理论框架去探索、分析复杂系统中的

社会因素，并将这些因素有效地融入解决方案。 
尽管研究人员针对上述问题已有初步工作，但

建立新的研究范式全面覆盖上述问题，且达到令人

满意的效果，仍是一个具有挑战性的难题。 
利用深度学习求解微分方程（或预测动力学系

统）本质上是利用神经网络的非线性函数近似能力逼

近微分方程的解。在一般偏微分方程中，其解析解可

由多种函数形式构成，如幂函数、指数函数、对数函

数等，可将其视为伽辽金方法中的基函数。因此，不

同参数下同一微分方程（或不同微分方程）的解可由

相同基函数及不同参数（或不同基函数及不同参数）

构成。所以在实际研究中，每次针对一个微分方程训

练一个网络，无疑是耗费时间且不必要的工作。同时，

在实际应用中，随着深度学习模型复杂程度的提升，

模型性能和泛化性也随之提升[34,37]，此外特定应用

场景下物理系统的控制方程相似，因此构建超大神

经网络模型求解复杂动力系统微分方程是一条有效

的途径。为此，本节提出迈向科学智能大模型—— 
DeDAO（微分之道）1。DeDAO 的目的是通过海量

的微分方程数据学习微分方程背后的数学本质，如

解中的“基函数”、微分算子等，当其应用于具体

微分方程时，DeDAO 基于迁移学习的方式通过少

量的具体微分方程数据即可迅速求得高精度的解。

同时引入多任务、多模态任务和复杂社会因素，加

强 DeDAO 解决多种科学问题的综合能力。DeDAO
将客观物理事物、参与其中的人、探索相关事物的

研究人员视为一个有机的整体，将构成复杂系统的

                                 
1  道（DAO）取自道德经“道生一，一生二，二生三，三

生万物”。 

各要素有机统一地结合起来，充分考虑其中难以预

测的复杂社会和人的因素，尝试基于物理信息社会

系统（cyber-physical-social systems，CPSS）处理科

学问题[77]。 
4.1  支撑技术 

在正式引入 DeDAO 前，首先给出相关支撑技

术的介绍，包括：平行智能和大模型。 
4.1.1  平行智能 

大模型的训练离不开海量的数据，DeDAO 也

不例外。DeDAO 的实现需要一种有效生成数据并

合理训练的方法。此外，训练 DeDAO 还需大量的

物理知识提供支持。在实际系统中，基于物理定律

建立其物理方程的工作有相当大的难度，需要专业

人士才能完成。因此，实现 DeDAO 迫切需要一套

能够集成物理与数据、虚拟与现实的复杂系统智能

理论框架。在众多理论框架中，平行智能建立于平

行系统理论，是处理该问题最为行之有效的方法。

平行智能框架来源于 CPSS 智能管理与控制的研

究[77]，该框架下物理系统与虚拟系统不断交互、

相互学习，不以简单的相互模仿为目的，而是以共同

进化为最终目标，非常契合物理方程大模型的训练与

应用方式。平行系统理论，由王飞跃教授提出[78-80]，

可以追溯到影子系统（shadow systems）[81]。平行

系统理论也被称为 ACP 理论，其包括[82-86]：人工

系统（artificial systems）、计算实验（computational 
experiments）以及平行执行（parallel execution）。

人工系统被用来模拟现实世界，也被称为人工社会

（artificial society）。在计算实验中，可以采用多种

智能方法处理复杂的系统。通过平行执行，分析来

自实际和人工系统的反馈，以进一步提高复杂系统

的建模、管理和控制的性能。平行系统的基本框架

如图 3 所示。 

 
图 3  平行系统的基本框架[77] 
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4.1.2  大模型 
近年来，大模型在自然语言处理方面的成功受

到了广泛的关注，大模型因其泛化能力强、能够快

速迁移完成下游任务等优势，得到了科研界、工业

界与市场的广泛认可。Devlin J 等人[87]提出了自然

语言处理大模型：BERT，并在 11 个不同的自然语

言测试中取得了当时最好的性能，这也同时开启了

AI 大模型时代。Brown T 等人[88]提出了 GPT 系列

表现最好的模型：GPT-3，GPT-3 有 1 750 亿个参数，

且具有更好的通用性。Radford A 等人[89]提出了一

个大规模视觉-语言预训练模型：CLIP，该模型采

用对比学习进行训练，即通过在预训练的任务中预

测图像和文本是否匹配，CLIP 可以适应各种图像和

语言的下游任务。Alayrac J B 等人[90]针对小样本问

题提出了一个视觉-语言模型：Flamingo，并超过了

其他相关的大模型。Su B 等人[91]将大模型引入生物

领域，提出了一个多模态分析大模型，建立了分子

图和自然语言描述之间的关系。Xie Z D 等人[92]提

出了基于遮蔽图像建模（masked image modeling）
的图像大模型：SimMM，该模型可减少部分计算量。

大模型的理论与应用已成为人工智能领域的研究

热点，更多大模型的介绍见参考文献[18]。 
4.2  DeDAO 

DeDAO 采用平行系统理论，其基本框架如图 4
所示。DeDAO 括 3 个部分：人工社会、计算实验

和平行执行。 
人工社会：人工社会是物理社会的虚拟扩展，

以微分方程求解为例，人工社会基于物理定律和数

据驱动等方法构建多尺度、多维度的虚拟人工系

统，如不同参数的微分方程、社会和工业中的动力

 
图 4  DeDAO 的基本框架 
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学系统，弥补实际方程或数据不足的缺点，同时为

仿真和计算实验提供基本条件。 
计算实验：计算实验提供计算实验平台，为

DeDAO 的训练和长期优化打下夯实基础，其中数

据处理、模型训练均在计算实验中完成。 
平行执行：通过平行执行获得人工和实际系统

的运行结果，并进一步反馈优化计算实验。 
同时，基于 CPSS 框架，DeDAO 可有效处理科

学理论研究和实际应用中的社会要素，包括参与具

体活动的人及探索和改进这些活动的人。这些人又

可划分为：探索科学问题和从事实际应用的自然人

（生物意义上的自然人，biological human）、协助

探索科学问题和实际应用的机器人（robot）以及协

助探索科学问题和实际应用的数字人（digital hu-
man）。自然人根据实际情况和需求提出问题并寻

求答案；机器人主要协助自然人在物理世界完成繁

杂的任务，减轻自然人的体力劳动，其主要活动范

围为物理社会；数字人的主要任务为降低实际物理

实验的昂贵成本、突破物理世界严苛的约束、为

自然人的探索提供更为广阔的想象空间，为获得

更为适合的解决方案打下基础，其主要活动范围

为人工社会。3 类人基于 DAO（全中心化自主组

织及全中心化自主运行）框架进行通信、组织和

协调，其基本框架如图 5 所示。对于一个具体的

科学问题，该框架主要包括：问题和需求提出层、

问题求解层、求解验证层及应用层。自然人主要

活动于问题和需求提出层，也出现在验证层和应

用层，其借助 Web 3.0、区块链、边缘计算等智能

技术与其他自然人、机器人和数字人实时加密通

信，再协同完成工作；各层的自然人、机器人和数

字人根据各层具体任务分工合作，并根据下一层反

馈信息优化其工作。因此，该框架不仅包含层内的

组织和协调，同时覆盖了层与层之间的组织和协

调，各层的“人”完成所分配的工作即达成该层任

务，每层工作均达成即实现自然人提出的总体目

标，“人”与“人”之间的工作独立而又互补。故

该工作框架具有典型分布式、去中心化、自主性、

自动化、组织化与有序性的特征。以求解微分方程

为例，在问题和需求提出层，自然人根据物理社会

的现象和需求提出求解微分方程的问题和客观约

束，问题和约束传递至数字人和机器人。在自然人

的指导和协助下，数字人和机器人借助大模型提供

的智能源泉，完成求解、验证和应用等任务。其中

层与层之间紧密耦合，每层的工作结果都是下层的

起点，同时每层都为上层提供反馈信息，构成了一

个包含社会因素的复杂大闭环系统。 

 
图 5  自然人、机器人和数字人通信、组织和协调框架 

DeDAO 的大平台基于 DAO 框架[93]，采用云

边协同架构，分为硬件平台和软件平台两个部分。

硬件平台中的数据库连接各种传感器，存储多模

态数据，包括环境数据、设备数据、人员数据等，

为构建知识图谱和定义人工系统等高级功能提供

可靠的数据服务。高性能计算环境提供云计算服

务，采用分布式计算和并行计算等方式，快速实

现大规模数据的处理和分析。移动端相对灵活，

可以是专业设备、手机等具备一定计算能力的便携

式设备，提供最低限度的通信、计算等功能，能够

支撑起基于区块链的去中心化互联网 Web 3.0。软

件平台包含了网络库、知识库和方法库等基本库，

用于构建和训练大模型，提供两个重要的服务，

即人工系统设计和任务导向的计算实验。子任务

模块面向下游任务，支持场景建模、科学问题计

算、可视化等功能。软件平台的操作系统应既能

满足真人的使用需要，也能为数字人等提供管理

操作的接口，提供实时的虚实交互和可视化功能，

能够以场景工程的方式展示人工系统和实际系统

的变化趋势。 
DeDAO 的模型设计和实现主要包括如下 5 个
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模块：数据预处理、单模态特征提取、多模态特征

和专家知识融合、预训练任务设计及下游任务适

配。各模块介绍如下。 
·  数据预处理。DeDAO 旨在处理微分方程数

值求解及其应用的相关问题，所以处理的数据不仅

包含一般的数值数据，还包括实际应用中的自然语

言、图像、视频等数据。为此，需要对数据进行预

处理，包括填补数据、修复数据、结构化数据以及

标准化（Tokenization）等，将这些数据统一处理成

计算机可处理的形式。 
·  单模态特征提取、多模态特征和专家知识融

合。首先是单模态特征提取模块，该模块采用自注意

机制从单模态数据中初步提取特征。但是不同微分方

程背后的数学本质是一样的，可采用相同或类似的

“基函数”进行描述，因此单模态特征的初步提取是

不够的。为了进一步提取多模态数据中的特征并获得

混合多模态特征，多模态特征和专家知识融合模块采

用混合注意机制将单模态特征和专家知识（物理定

律）进一步融合。同时，值得指出的是，单模态数据

中提取出的特征并非都被使用，而是根据具体需求选

择。因此多模态特征和专家知识融合模块采用了混合

专家（mixture-of-experts）机制[94]，即哪个特征参与

最后的多模态和知识混合由该模块决定，这既减小了

计算量，也有助于提升性能。 
·  预训练任务。预训练任务设计是训练大模

型的关键步骤。通常来说，预训练任务需满足两个

条件：预训练任务与下游任务相关；预训练任务需

以自监督的形式实现。第一个条件主要确保预训练

任务提取的特征是适用于下游任务的；第二个条件

则是因为大模型需要海量训练数据，如果每个数据

都需手工标注，则很难实现，同时也不利于长期学

习优化。为此，DeDAO 的预训练任务可设计为如

下 3 类：单步/多步状态预测、微分方程求解及虚拟

空间任务。由于 DeDAO 处理动力学系统，其状态

预测是一个关键问题，且具有广泛的应用。对于单

步/多步状态预测任务，可以先挖空一段数据再对其

预测，做到自监督学习。对于微分方程求解任务，

基于自然语言描述的微分方程知识、微分方程定律

和数据等，可做到自监督，如在式（5）中令

( , ) 0f t ＝x 。而对于虚拟空间任务，由计算机技术

产生的虚拟任务，其数据和标签通常是成对出现

的，无须额外的人工标注，这也是采用人工系统的

好处。 

·  下游任务适配。下游任务适配模块主要针

对实际应用。由于预训练任务很难覆盖所有实际的

下游任务，所以预训练任务的主要功能是从数据中

提取尽可能全面而精确的特征。在下游任务适配模

块，基于迁移学习等方式，通过少量数据的微调

DeDAO，使其可高效处理下游任务，并通过模型压

缩、知识蒸馏等方式缩小模型，使其符合部署条件。

同时，微调后的模型将同时应用于人工系统和实际

系统，云端系统将持续跟踪和分析 DeDAO 在实际

系统和人工系统中的性能。当性能不符合预期时，

DeDAO 和人工系统会被优化以达到期望的效果。

DeDAO 的设计、训练、运行和优化遵循平行系统

“边缘简单，云端复杂”的基本原则。 
4.3  DeDAO 之基于最佳格点集的最小二乘法 

早在 20 世纪 80 年代，深度学习未兴起之前，研

究人员已探索过数据与物理相结合的方法求解微分

方程[23-24]。与现如今方案不同的是，该方案将试函数

作为近似分析的基本单元，残差中只包含控制方程的

计算值，通过最小二乘法优化其中的待定参数。类似

于式（4），可取如式（11）所示的试函数： 

 ˆ( , , ) ( , )u t c u t＝x x  （11） 

其中，c 为待定参数，将式（11）带入式（3）可得

残差如式（12）所示： 

 （ ）2ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) , , , ,i i i
tR c x t u F u u u λ＝ ＋  x  （12） 

采用最小二乘法优化该残差的平方和，即可得

到物理方程的近似解。从图 1 来看，将深度神经网

络替换为试函数，物理方程中只包含微分方程，损

失函数采用其平方和，即最小二乘法求解微分方程

的经典结构之一。 
由于微分方程的解为连续函数，因此定义域中

点列{ }Ni
i

x 的选取与近似解的精度相关，也就是说

在离散空间中表示原函数，需要采取一定的标准。

对此，参考文献[23]采用最佳格点集来实现最小二

乘法求解微分方程的配点，式（13）是常见的一种

佳点集： 

 { } { } { }（ ）1 2, , , ,1skw kw kw k n… ≤ ≤  （13） 

其中，
2π2cos    ( 1 )i

iw i s
p

＝ ≤ ≤ ，p 为素数，具有

偏差 1( ) ( )n c n εφ ε - ＋＝ 。采用一致分布使配点分布均

匀，离散残差能较好地逼近连续型残差，这一点比
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高斯配点法优越。 
在计算机技术快速发展的当下，采用人工神经

元取代试函数作为基底能够形成通用的近似结构，

方便工程实践。采用物理知识辅助进行深度学习，

可实现无网格的求解，借助人工智能解决物理中的

数学问题。基于神经网络的通用逼近定律如式（10），
深度学习求解微分方程的方法，有望取得与有限元

法与有限体积法等常用数值方法相似甚至更好的精

度。因此，在 DeDAO 中，本文采用深度神经网络描

述方程解的特征，以取代试函数的组合，给出使用最

小二乘法优化网络参数的一种求解方法框架，其残差

加权损失函数设计如式（14）所示： 

 ph ph

ob ob

01Loss
02

R RA
R RB

    
＝     

    



 （14） 

其中，Rph及 Rob 如式（15）所示： 

1 1 1
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i i i

I I I

R x t
R

R x t

θ

θ

 
 ＝  
  

  （15） 

Rph和Rob表示根据物理方程与已知观测观察数

据计算的残差，分别是物理和数据驱动的部分，并

乘以权重 A 和 B，物理方程和观测数据由 DeDAO
数据预处理模块提供；θ表示神经网络的权重参数。

考虑到高斯法的局限性，选择一致分布点集构造最

小二乘法最佳配点，对各类近似解的“基函数”进

行编码[95]。通过最小化损失函数确定一组权重参

数，满足对微分方程的近似求解。针对非线性优化

问题，采用迭代法进行网络参数优化。 
针对不同应用场景，存在数据有限或有噪声等

问题，可以在预训练任务过程中，调节权重参数以

缓解过拟合。此外，基于最小二乘法优化损失函数

的同时，考虑将网络的结构和参数与有限元法、有

限体积法等的近似结果比较，再借助数论分析待定

参数的含义与变化，探索物理知情深度神经网络的

可解释性。 

5  结束语 

为促进微分方程深度学习求解方法研究的进一

步深入，本文对常用微分方程深度学习求解方法的研

究现状进行简要综述，将相关深度学习求解方法分为

数据驱动和物理知情两类。同时介绍了相关方法在实

际工程中的典型应用。在总结和调研的基础上，本文

进一步给出了科学智能大模型——DeDAO。DeDAO
将深度学习和微分方程求解深度融合，利用大模型

强大的函数近似和泛化能力充分挖掘微分方程的

数学本质，提升微分方程深度学习求解方法的效率

和精度，同时 DeDAO 基于平行系统理论，可处理

包含复杂社会因素的科学问题及相关应用，极大地

促进了科学智能的发展和落地应用。 
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